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Résumé :Les problémes énergétiques et d’environnement
et I'abondance d'énergie solaire gratuite en Tunis,
incitent & développer I'étude du moteur Stirling apiston

principalement a la régénération non-adiabatiquauskic,
Wu, et ses colléegues [7, 8,9] ont prouvé que lpatudes
facteurs importants qui influent sur la performadcemoteur

libre a énergie solaire « FPSE ». C'est un moteur aStirling sont les conductances thermiques entrmdéeur et

cogénération. Cette étude nécessite plusieurs étapee
modélisations et de simulation numérique. Les équiains

thermodynamiques et thermiques du moteur sont
introduites dans le modele dynamique, qui forme un
systeme d’équations non linéaire. L'étude de stalii€ du

moteur examine les zones de travail stable et irdile. Une
programmation contrdlée permet de définir un moteur
performant.

Keywords— Piston libre; Stirling; Dynamique; transfert de
chaleur; Régénérateur;

I. INTRODUCTION

La simplicité conceptuelle apparente du moteurliggira
piston libre « FPSE » dément son intransigeanaeeaanalyse
mathématique sérieuse. Le moteur Stirling a pistimes
congu par W. Beale [1]. Les avantages que présenteoteur,
une conception mécanique simple, charge latérake faible
qui réduit son usure et par conséquent une durée
fonctionnement prolongée comparée aux moteursigleess
L'intéressant dans ce moteur est ['utilisation déndrgie
solaire comme source de chaleur, ce qui intédessgays ou
le soleil est abondant. Ulyusoy dans [2] [3] adé&ule
comportement dynamique de FPSE pour le but
simplification des effets des phénoménes non-lieéaill
représente le comportement de bifurcation local@sinage
d'un point fixe du systeme non-linéaire. L'approctie
Manifold Center réduit le nombre des équations yhtesne
original pour obtenir un systeme simplifié¢ sansdperla
dynamique du systéme original aussi bien que létsetle
termes non-linéaires. F. Formosa [4] a étudié
thermodynamique et la modélisation dynamique poédipe
les performances d’'un moteur Stirling a pistond{BPSE).
Le comportement a I'état stable du moteur dépermheie de
phénoménes dissipatifs non linéaires comme la pdee
charge. L'approche globale de modélisation a éliélée en
utilisant les données expérimentales disponiblgsarir de
I'étude RE-1000 prototype de moteur Stirling NA®spescu
et al. [6] ont montré que la faible performance bée

les accessoires et la régénération imparfaite.

Le but de cette étude est de développer un moteling a
basse température, qui transforme I'énergie themnign
énergie mécanique et électrique. En combinaisort awe
systeme de chauffage solaire de 'huile chaudenosyatéme
de stockage d'eau chaude sous pression. Ce sygtente
fournir de I'énergie jour et nuit.

A partir d’'un modéle thermodynamique qui se baselsu
modele de Schmidt, I'étude dynamique tient compe kh
pesanteur, du frottement sec et des ressorts @igu®s et
mécaniques ; Ceci, afin de bien cerner tous leametres de
contréles pour concevoir un moteur performdrg. moteur
sera alimenté par I'énergie solaire.

Il POSITION DU PROBLEME

Le moteur est schématisé par une enceinte ferrnéejise a
une pression P. Les pistons moteur et auxiliairg soumis
adex forces de ressort mécanique et pneumatique ptession
pendant les quatre transformations.
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Fig. 1. Schéma du moteur FPSE
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La difficulté de décrire les modéles idéalisés dotaur =

Stirling a piston libre en termes d’équations egagcet afin de _ m

) : . . P(xq.xp) =

s'approcher de la solution réelle, on adopte laorileé (L-ap.Xp *+aq.-Xg) (5)

classique de Schmidt [5]. Cette analyse est enatlisée

aujourd'hui comme l'analyse du cycle de Stirliragslque. Clest une équation algébrique qui  exprime la poessle

travail a l'intérieur du moteur en fonction des Bégments
du piston moteur et auxiliaire. La pression daenhckeinte du
ressort a gaz peut étre évaluée en considérardaaipagfait en
transformation adiabatique :

L'analyse thermodynamique d'un moteur Stirling t@n
libre FPSE nécessite que les températures (Te,sdient
données. La pression moyenne (Pmoy) ainsi queuigeflde
travail sont définies. Le probléme en jeu est demdiner la

pulsation du piston moteurcf ), I'amplitude et I'angle de o ATd R
. o On définie, la constantea =——, ol VvV  est la valeur
phase du piston moteur et auxiliaire ; Cd et ¢ s v )
p so
respectivement. Les volumes balayés par la conipress de  moyenne de I'espace mort du ressort pneumatique.
la détentev \Y ainsi que leur angle de phasesont y
SWC SWE 1

déduits. La méthode de conception doit exéculerfaisle p -p | ——
modéle thermodynamique et 'analyse dynamique. S M 1+a x (6)
Le démarrage du moteur nécessite le lancement stonpi S d
auxiliaire, qui doit pousser le piston moteur atipagde sa
position initiale. On suppose que le volume dedace de
détente a I'état initiale est en avance par rappddspace de
compression.

La difficulté de décrire les modeles idéalisés doteur
Stirling a piston libre en termes d’équations eaacet afin de
s'approcher de la solution, on adopte la théoréssitiue de
Schmidt [5]. A partir de cette théorie, on exprime

1) Formulation Les volumes balayés Vowe = 2SDE* Cy4
Pour les volumes des espaces de compression étatea] on SwcC
adopte la formulation [4] :

\ .
SWE

V _ .
V_ .=2|(SPCC cos@)—- SDCC, )2+ (SPCC .sin(@))?
V(1) = —2E 0+ cospr) @ swc \/ p d p )
e
SPCC .sin(@)
\Y p
swc tg(a) =
V(1) = L+ cos@t ~ a)) SPCC _ cosg) - SDCCy (8)
¢ 2 ) (2 p
Comme pour le piston moteur et auxiliaire, lepldéements Par conséquent, les principaux parameétres carstigées du
sont périodiques. Posons: moteur peuvent étre donnés par cette équatiorraijei la
x ()=C cos@t) And x (t)=C cos@t+g). masse totale de gaz de travail a la pression meyeba
d P P pression instantanée de fonctionnement dans é¢eun est

Les volumes instantanés de la chambre de détentde etreprésentée :
compression peuvent s’exprimer:

V(t)=A x4t V (t)=A x,t)-A x4t 3 —p2
e() dexd() C() pxp() dcxd() 3) 0=p v1-b
On définie la masse totale du gaz de travail: par 41+ b.cost - B) )
Pl Ve Vh Ve V% VR T - T Le travail total effectué par le moteur est doncstanme
M_E E+E+E+{+¥ R™ g, (4) algébriqgue du travail accompli par la compression e
'”? l'expansion. Alors I'expression du travail de aéteet de
k

. , . . compression :
Par hypothése, les espaces d'expansion et de cssigome

sont isothermes et on suppose que :
= We = VowE Pmeansin(B)(V1-b2-1)/b

T =T &T =T.

e h k c (10)
La press_ion instan,tanée a I’intérieur. du motemlegpr_imée =W = ‘stvc-pmean”Si”(ﬁ‘a)(‘/l- b2-1)/b 1)
en fonction des déplacements du piston moteur xtiaite

[3]:

Le travail total est :
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W < VSWEPmean’( ~ V1~ b%) K.sin(a)(~7) 3) Calcul des pertes de charge
b \/724. K2+ Z K cos@) (12) L'analyse des échangeurs de chaleurs semble &reétape
essentielle du modéle de moteur. En effet, lesopmdnces
_ du moteur Stirling comptent sur l'efficacité denstert de
La puissance est : chaleur. L'aspect dynamigque des échangeurs en ¢e qu
concerne les phénoménes de dissipation non liséddai étre
pris en compte dans une modélisation dynamiqueP&EF
o VSWE'pmean'(l_Vl_bz)( K.sin(a)-r1) On suppose que la pression de compression est agkle
J (13)

[ pression de gaz de travail : On suppose que lasiore
instantanée du gaz dans I'enceinte du moteur ewtaote :

On remarque la puissance est maximale pour la valeu P= PC' La pression dans I'espace de détente est définie
I'angle de phasé=80° (Fig. 2.)

2b 12+ K 2+ X K cos@)

P =P +AP
e ¢ 17§
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Fig. 2. Pression en fonction de I'angle de phase

Le rendement est défini par le rapport entre leditaffectué

Fig. 3. Pression en fonction du volume

par le moteur a la chaleur fourni de l'extérieunateur.
sin@) Ou AP est la chute de pression (perte de chargeyarsrées
14 échangeurs thermiques, source chaude, régénératela
9(8) (14)

source froide. Cette perte est due au frottementait. C'est
Il est plus commode d’exprimer la pression instaééaen '

fonction des déplacements du piston moteur etliauigi

= n =1+K(cos@) -

une fonction non linéaire A& ; X, et dépend de

I'écoulement du gaz (laminaire ou turbulent).
Les pertes de charges a travers la source chaodie &t le

1-b2 régénérateur sont représentées par I'expressivargai[3]:
P = Pmean A/ 15
1 (AN Ag A, (15)
)X - X +1 pfL
T v d v P @p) =| 2—u|u i=h kR
mT k mT i d (18)
h .
. . |
2) Modélisation de Ialternateur
Lﬁ’ mouyemerr:t du plston_ est alter[\atlf smusmdair,_”te L : longueur de flux de passage
]EJ enorg?nel t e[momecallmqu_e est rglsonn_ant_ P?rm" BU . yitesse moyenne du gaz du travail
orce developpee par le circuit  electrique S'OBPGEU . ooefficient de perte de charge par friction oee :
mouvement du moteur. Cette force peut se mettras $u
forme d’un frottement visqueux : f=Cc .Re"
g f (19)
F =-C Xp N
Gen palt Ou Re est le nombre de Reynolds.

(16)
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p.U.d
Re= h d =
U h A

dy : diamétre hydraulique.

Vr : volume du flux libre

Awet : surface ou s’exerce le frottement. Pour wet
circulaire, le diamétre hydraulique est égal aumgdie du
tube ; pour les régénérateurs qui utilisent uneiogate fil.

d ¢
d =—%
hR -y (21)
d, . . .
ou : C'est le diamétre du fil ep est la porosité du

régénérateur a matrice (Berchowitz 1986, Organ 1992

Ap = KR(aR(% Xp+ BR Xd) +bR

3 3
A X p+t3A2 x2 B
(A'RX p R R

X +B3Rx3d+3A x B2 x2 )
p d R p R d

3
+K (@ (A xg)+b (A x +K (a (Akxp+B xq)+
h(h(hd) h(hd)) |((k( p kd)

b .(Ak3 x?’p+3.Ak2x2 B x +B3k x3d+3Akx B2 x2 )
k p k d p k d

4) Calcul des rigidités des ressorts mécaniques
Le cycle thermodynamique du moteur Stirling comgodt
étapes pendant lesquelles le gaz utilisé subit
transformations isothermes et deux transformatismshores.

Les ressorts de rappels de rigidilléds; kP fournissent un

travail, pendant la compression des gaz et laurata piston
auxiliaire a la position mort haute, et doiventaégre aux
exigences du fonctionnement du moteur de Stirligg.
répondant a ces exigences, on obtient 3 équati@nsleux

inconnueskp ; |<d .
Lors de la compression du gaz, le travail mécanigt fourni
par le ressorkp :

127 (Fy — kp -x)dx> [S7 Fdx - [&7 pdve (23)

F, La force exercée pendant la détente sur
auxiliaire : F, =k,.C, La

'expansion isotherme 3-4 est convertie en énarggeanique
et le travail fourni pendant la détente est supéra travail

du ressortK,, :

(20)°

deux

27 kg xdx+ Ig'n Fgdxs Ig'n pdVE

(24)
Le travalil fourni par le ressoriylen expansion est supérieur
au travail du ressort :

ISP (Fy —kg-Xdx+ (37 pdvg >0 Fy =kq.Cy

(25)

On obtient trois équations E’J ' kd 2inconnues. C'est un
systeme surdéterminé. Sa résolution utilise lencjpe de la
méthode des moindres carrés. Le systeme se metlaous
forme:
Ax=Db (25)
Ou A estunematricem x n avecm> n, c'est a dire, il ya plus
d'équations que d'inconnues, n'a généralement pmas d
solutions. Nous voulons trouverde telle sorte que le vecteur
résiduel r soit minimal : r = AX—Db

(22) La solution est donnée par :

x=5 1A b) ous=A" A (26)

Spring rigidities(N/m)

Engine angle(rd))

Fig. 4. Rigidités des ressorts mécaniques

L'ensemble des solutions sont donné par la zondunée
entre les deux courbes de la figure ci-dessus.

5) Dynamique du moteur
Le moteur est une enceinte fermée contenant lelgdravail.
Un coussin d’air peut se former entre les pisteinde bati.
Dans ces conditions, pour une premiére étude, gfigeéla
pesanteur, le frottement sec et les ressorts nooesi
Le principe fondamental de la dynamique appliquéiaton
moteur p et auxiliaire d donne deux équations dhfiéelles

le pistg) second ordre avec second membre. En écrivant les
chaleur recue pendantPressions instantanées dans le moteur et dansatabch du

ressort pneumatique en fonction des déplacemenisistion
moteur et auxiliaire, on obtient :
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C
b -
@-H)—(

+C
p palt
+

M

S P
P m

4 —

(27)

X
p

p p

_sgn(xp).f.g).xp +kp(CP/2—xP)

. Sd.AP STd .
Xy = -——P (H- ) =sgn(xq ). f.g.xq
M M, m a+a x )’
S d
+k (Cd/2-x 28
L(€d2-x ) (28)
Sd.P N1-b2
E_(x_,x )=KqCD+ Td_mean (2a .a_ .x x -
2°P'd M d P 31
d
y(y+1)
az x2 +(-a? ..+ a?z )x2 +3a? a x? .x +
2 S 1 d P
3 3 3
382 _a .Xx X2 —a p.X (a
2443 pX3+(ayd
1 3.3
Ty 3y a)x +0d) (29)
6 S

Le probléeme peut se mettre sous la forme d’une témqua
d’état.

X. _X ]
d d
. o 1 0 o0 . 0
X k C k C X £ _Eo(xq.xp)
d |_|"dd “dd dp ap || d |, 27 27d7P
o o o o0 1 X 0
p k 0 k C & Eq(Xy,X
.. Pd PP P, 3 F30a%p)
X
L p | L P

(30)
Les valeurs propres d’'une telle matrice A vérifisaguation

suivante :

C

+k 4k )+A
GP dd

PP dd

k

(C
dd PP

B +c ywac
dd GP

+C ) +k

k -C Kk k -k _ k =0
GP dd dP Pd dd PP Pd dP

Les valeurs propres auront la formd;, = a, * j.«,

etd;, =a,t j.@,.

Le calcul des valeurs propres (Voir Fig. 5.) mengu'il

existe deux foyers. Le foyer de gauche est un feyable,
alors que celui de droite est un foyer instables kaleurs
propres obtenues, montre que le systeme mécanigsepas
stable. Pour tendre vers un systéme mécaniqueeatretenu,

il faut chercher des parameétres qui assurent deleuss
propres complexes a partie réelle négative et dmutxes
imaginaires. Les non linéarité dirigent les solnsioa
converger lentement vers un foyer stable ou gjéki du
foyer (solution instable). L’équation non linéaaesn général
plusieurs solutions. Les positions des points fixpeints
d’équilibre) dans I'espace de phase jouent unfdildamental
dans l'analyse. En effet, autour de ces pointsggioise
'ensemble du systeme. Un point fixe est stableetsi
seulement si toutes les valeurs propres de J matpartie
réelle strictement négative. Dans I'espace de pHaspoint
représentatif converge vers le point fixe dans faction du
vecteur propre correspondant.

30
20

10

4
i

Imag(LAMDA)

-10

-20

-30

Fig. 5. Valeurs propres

. 6) Stabilité des systémes non linéaires
A partir de la dimension 2, on ne dispose plus atentiles
explicites et générales pour calculer la solutiorsgsteme :

x" = Ax +B Méme siB=0 (31)
Dans l'espace des vecteurs propres la solutionsystéeme
s'écrit :

X'=JX+ f(X)

On définit 3 =v 1. AV la matrice jacobéenne. Od : est la
matrice des vecteurs propres de la matrice A

-1
X

(32)

%=V %) =v vy (33)
Center Manifold theory est une techniqgue mathématiq
rigoureuse qui simplifie et réduit la dimension systéme

dynamique proche de I'équilibre a deux équatiod3 €3 (35).
r'=apr +d.r3 + 0(5)

(34)
0'=w, +erz+0(5) (35)
X =r cos@ Y =r.siné (36)

L'étude de la stabilité de ce moteur a montrélgpeeut étre
stable (Fig.7. 8.) ou instable (Fig. 6,10.). Laufig 6 montre
gue le cycle limite est instable. Nous nous réfgéradrce cas ou
le cycle limite est instable apparait au point derbation. On
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remarque que le point ne converge pas vers le padsolutions peuvent étre stables ou instable. Uneaulaiion

d’équilibre pour certaines conditions
a, <0 and .d>0.

0.2

*  Alpha2<0, d>0

r**sin(Theta)

Y=

X=r*cos(Theta)

Fig. 6. X, Y=f @)

+  Alpha2>0, d<0 :

I

r*sin(Theta)

Y=

| | | | | |
| | | | | | |
0.2 L ! L | L |

-0.05 0
X=r*cos(Theta)

Fig. 7. X, Y=f ©)

La figure 7 montre que le cycle limite est staleus nous
référons a ce cas ou le cycle limite est stablegpau point
de bifurcation. On remarque que ce point converges ‘e

point d’équilibrea, >0 and .d <0.

A partir de ces cas qui représentent la stabilitd'instabilité
du moteur, on remarque que la géométrie des pieftesntes
le comportement du moteur.
dimensions des piéces, ainsi que le choix du gazradail et
des conditions de transfert thermique est détemipaur le
fonctionnement du moteur.

Le choix du générateur d’électricité est lié a laspance du
moteur. Les conditions initiales du piston moteuret

auxiliaire (Displacer) ont une grande importanceurp le

fonctionnement de ce moteur. Au point de déparpiston

moteur et le piston auxiliaire sont en
[— [— 1 [— [—
Xp =Xy =Xp=Xy=0
11l CONCLUSIONS

La formulation thermodynamique du moteur, et ligétion
de la théorie de Schmidt, ont permis d’aboutiéériture des
équations dynamique non linéaires du moteur Sgirliba
résolution de ces équations a permis de montree lgs

Un choix judicieux d

compléte du probléme avec un choix judicieux deampatres
de construction est nécessaire, pour aboutir amigEr la
conception de ce moteur avec les performancesééssir

0.01

0.005

-0.005

Displacement,YP(m)

-0.01

-0.015
0

time t(s)

Fig. 8. Déplacement du piston moteur fonction doge
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